
xRównanie x =α  

(wersja robocza...) 
 
 

Streszczenie: Najpierw zajmiemy si ę  ogólnym rozeznaniem za pomoc ą  metod 

analitycznych tj. przy pomocy funkcji xxf x −= α)( , xxxh −= αlog)(  i rachunku 

ró Ŝ niczkowego, wyprowadzimy zale Ŝ no ś ć  α od x  tj. x x=α  i j ą  uzasadnimy, a w drugiej 

cz ę ś ci przedstawimy sposób uzyskania zale Ŝ no ś ci )(αkx =  za pomoc ą  rekurencji 

1−= nf
nf α  i 1log −= nn hh α  (z odpowiednimi warunkami pocz ą tkowymi), tj.: xfn

n
=

∞→
lim i 

xhn
n

=
∞→

lim  któr ą  równie Ŝ  uzasadnimy. Równanie to w zale Ŝ no ś ci od stałej α  ma jedno, 

dwa lub brak rozwi ą zań  rzeczywistych, dlatego b ę dziemy rozpatrywali oddzielnie ka Ŝ dy 
z przypadków. 

 
Uwagi: Wszystkie zamieszczone wykresy funkcji s ą  tylko ich szkicami, które  

uwzgl ę dniaj ą  pewne własno ś ci potrzebne przy wnioskowaniu. Wsz ę dzie, gdzie b ę dzie 
mowa o równaniu (pierwiastkach równania), b ę dzie to równanie z tytułu tej pracy tj.:  

 

xx =α , gdzie { }0, ∪∈∈ ++ RxRα  

 
CZĘ Ś Ć  I 

1 Funkcja xxf x −= α)(   [1] 

 
Dziedzin ą  funkcji b ę dzie { }0∪= +RD f , +∈ Rα .  
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Rozpatrzmy funkcj ę  w dwóch przedziałach dla stałej α. 
 

1.1 Niech ( )1;0∈α  

 

0)(' =xf , φ
α

α ∈⇒<= xx 0
ln

1
czyli brak ekstremów. I faktycznie funkcja )(xf  jest stale 

malej ą ca. 1)0( =f ,  −∞=
∞→

)(lim xf
x

, 0)1( <f  zatem )(xf  ma jedno rozwi ą zanie ( 1xx = ) w 

przedziale ( )1;0  (dowodzimy tego za pomoc ą  własnoś ci Darboux , cho ć  w nawiasie mówi ą c  

podobno to B. Bolzano wcze ś niej wykazał tak ą  własno ś ć , zreszt ą  samemu definiuj ą c 
ci ą gło ś ć  funkcji, ale historia bywa niesprawiedliwa – pisze o tym np. prof. Hugo Steinhaus 
np. tu fragment http://www.dejaview.cad.pl/math_pogadankahistoryczna.php), 
popatrzmy na szkic wykresu )(xf : 

 



 
Fig.1 

 
 

1.2 Niech ];1( λα ∈ , gdzie 
ee /1=λ  

 

Rozpatrujemy α w powy Ŝ szym przedziale, poniewa Ŝ  jak wyka Ŝ emy ni Ŝ ej, dla 

λα > równanie nie posiada rozwi ą zań . 
 

0)(' =xf ⇒ µ
αα ==

ln

1
logx  ∧ 0)(" >xf ⇒w punkcie µ=x  funkcja )(xf  - osi ą ga 

minimum lokalne równe 
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1)0( =f ,  ∞=

∞→
)(lim xf

x
 

Zatem z powy Ŝ szego wynika Ŝ e (dla pewnego α): 
a) je ś li 0)( =µf ⇒ )(xf ma jedno rozwi ą zanie, owe µ=x  (Fig.2a) 

b) je ś li 0)( >µf ⇒ )(xf nie ma rozwi ą zań  (Fig.2b) 

c) je ś li 0)( <µf ⇒ )(xf ma dwa ró Ŝ ne rozwi ą zania 21 xxxx =∧= (Fig.2c) 

 
 

     
Fig.2a Fig.2b Fig.2c 

 
 
Ad a) Znajd ź my t ą  graniczn ą  warto ś ć  α, dla której równanie ma tylko jedno rozwi ą zanie i 

oznaczmy przez λ : 

0)( =ηf ⇒ 0
ln

1
log

ln

1 =−
αα α ⇒

α
α α

ln

1
ln

1

= ⇒
αln

1=e ⇒ λα == ee
1

 [2a] 



Zatem λα = ∧
αα

ln

1
log=x ⇒ ex

ee
1log= ⇒ ex =  [2b] 

 
Ad b) Dla λα > brak rozwi ą zań , dlatego b ę dziemy rozpatrywali tylko przedział ];1( λα ∈  

 
Ad c) Dla );1( λα ∈ równanie ma dwa rozwi ą zania 

(2a) i (2b) podpowiadaj ą  nam o jak ą  zale Ŝ no ś ć  chodzi, załó Ŝ my zatem Ŝ e: xx
1

=α , wtedy 
otrzymamy: 
 

 
xx

x

x =










 1

 [3] 

a to wydaje si ę  trywialne. 
 

Teraz wyka Ŝ emy, i Ŝ  istotnie funkcja x xxg =)( w swoim zbiorze warto ś ci zawiera 

przedział ],0()( λ∈xg , czyli odwzorowuje wszystkie mo Ŝ liwe warto ś ci dla stałej α. 

1.3 Funkcja 
x xxg =)( , +∈ Rx  
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0)(" <eg  zatem w punkcie ex = , funkcja )(xg ma maksimum lokalne równe eeeg
1

)( =  

 
SpostrzeŜ enia: 

a) w przedziale ),0( ex∈  funkcja )(xg ro ś nie od 0)(lim
0

=
+→

xg
x

 do e

ex
exg

1

)(lim =
−→

 

b) dla ex =  funkcja eexg
1

)( =  

c) dla ),( +∞∈ ex  maleje od e

ex
exg

1

)(lim =
+→

do 1)(lim =
∞→

xg
x

 

 

 
Fig.3 



 
Wnioski: 

Funkcja )(xg  spełnia nasze wymagania, dla { }ex ∪∈ )1,0(  jest jednoznaczna (istnieje tylko 

jeden przeciwobraz w przedziale 








∪ ee
1

)1,0(  tj. rozwi ą zanie dla danego α. Dla 

{ }ex \),1( +∞∈  dwa przeciwobrazy, czyli dwa ró Ŝ ne rozwi ą zania tak jak to zauwa Ŝ yli ś my 

ju Ŝ  w 1.2 c).  
 
Podsumowanie: 

Cho ć  nadal nie mamy prostej zale Ŝ no ś ci x od stałej α, bo niejako wrócili ś my do punktu 
wyj ś cia, mamy przynajmniej ogólny obraz funkcji )(xf . W drugiej cz ę ś ci zajmiemy si ę  

metod ą , która pozwoli nam w sposób przybli Ŝ ony uzyska ć  pierwiastki równania za 
pomoc ą  rekurencji (oraz za pomoc ą  granicy dokładne warto ś ci). 
 

2 Funkcja xxxh a −= log)(   [4] 

 
Niech += RDh  dla { }1/+∈ Rα .  
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Rozpatrzmy funkcj ę  w dwóch przedziałach stałej α. 
 

2.1 Niech ( )1;0∈α  

 
+∞=

+→
)(lim

0
xh

x
∧ −∞=

+∞→
)(lim xh

x
⇒ zatem mamy miejsce zerowe jako, Ŝ e funkcja jest ci ą gła w 

dziedzinie. Pochodna nie ma miejsc zerowych, zatem funkcja )(xh  ma tylko jedno miejsce 

zerowe (rozwi ą zanie). 
 

 
Fig.4 

 



2.2 Niech ];1( λα ∈ , gdzie ee
1

=λ  

 
Tak jak w punkcie 1.2 rozpatrujemy tylko taki przedział dla α , w którym funkcja )(xh  ma 

miejsca zerowe. 
 

−∞=
+→

)(lim
0

xh
x

∧ −∞=
+∞→

)(lim xh
x

- ale z pierwszej pochodnej wiemy Ŝ e nie jest stale 

monotoniczna:  

0)(' =xh  ⇒ 1
ln

1 =
ax

 ⇒  x
a

==
ln

1µ  ∧ ( ) 0" <µh  ⇒ funkcja )(xh posiada maksimum 

lokalne w punkcie µ=x . Zatem mo Ŝ e mie ć  (analogicznie jak w punkcie 1.2): 

a) Jedno rozwi ą zanie dla λα == ee
1

 
 

b) Brak rozwi ą zań  dla  λα >  
 

c) Dwa rozwi ą zania dla ( )λα ;1∈  

 
 

 
Fig.5 

 



CZĘ Ś Ć  II 

3 Rekurencja 1−= nf
nf α  & 1log −= nn hh α  

 
Zajmiemy si ę  tymi dwoma rekurencjami przy ustalonych warunkach pocz ą tkowych 

dla α  w okre ś lonych przedziałach liczb rzeczywistych tj.: )1;0(∈α  i );1( λα ∈  oddzielnie -  

jedynie dla tych α równanie xx =α : 

a) ( )λα ;1∈  posiada dwa rozwi ą zania ( 21, xx  ) 

b) ( )1;0∈α  posiada jedno rozwi ą zanie ( 1x  ) 

c) równie Ŝ  dla 
ee /1== λα  równanie posiada jedno rozwi ą zanie  

ex =  tj.: ( ) ee
ee =/1  tak Ŝ e tym przypadkiem nie b ę dziemy si ę  ju Ŝ  zajmowa ć  (znamy 

jego dokładne rozwi ą zanie) 
 

3.1 Metoda otrzymania pierwszego rozwi ą zania x1 dla ( )λα ;1∈  

Rozpatrzmy rekurencj ę : 
 

 
poziomównf

f

nf

n 1
0

...
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
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== −
α

ααα
 [5] 

 

gdzie );0[ 20 xf ∈  wtedy 0

1
ff α= , 

0

2

faf α=  itd.  

Przykład: 

2=α , 00 =f , ( ) 12
0

1 ==f , ( ) 22
1

2 ==f , ( ) ≈=
2

2 2f 1,6325269  itd... 2=∞→nf  

 

Przypatrzmy si ę  teraz rekurencji  (5) pod k ą tem  funkcji (1) tj. xxf x −= α)(   

 
 
SpostrzeŜ enie: 
 

a) w przedziale Φ≡∈ );0[ 1xx , 0)( >−= xxf xα  zatem xx >α  czyli ci ą g nf  przy 0f  

nale Ŝ ą cym do przedziału Φ b ę dzie stale monotoniczny tak jak funkcja xxg α=)( , 

Φ∈x  tj. rosn ą cy.  ...210 <<< fff  oraz ograniczony z góry przez pierwszy 

pierwiastek równania xx =α  (oznaczamy go przez 1x ), a poniewa Ŝ  1)( xxg < dla 

Φ∈x  oraz ( ) 1111
1 xfxxf n

x
n =⇒=⇔= −α  itd. a Ŝ  do 10 xf = . (ograniczenie górne). A 

my przyj ę li ś my Φ∈0f . 

b) w przedziale ( ) Γ≡∈ 21; xxx , 0)( <−= xxf xα  zatem xx <α  czyli ci ą g nf  przy 0f  

nale Ŝ ą cym do przedziału Γ b ę dzie stale monotoniczny, malej ą cy oraz ograniczony z 
dołu przez pierwszy pierwiastek tj. 1x  (analogicznie jak podpunkt a)  

 

Definicja 



Przedział, dla którego nieskoń czony ci ą g kolejnych wyrazów rekurencji (5) jest zbie Ŝ ny 
nazwijmy przedziałem zbieŜ noś ci Ψ rekurencji nf , w naszym przypadku );0[ 2x=Ψ . 

Zatem: 
 

 1lim xf n
n

=
∞→ , gdzie 1−= nf

nf α , );0[ 20 xf ∈  [6] 

 
 
Istotnie, 1−= nn ff wydawa ć  mo Ŝ e si ę  jedynie w nieskoń czono ś ci (gdy ∞→n ) równe 

okazuj ą c nam owy pierwszy ( 1x ) pierwiastek równania xx =α . 

 
Ilustracja otrzymywania kolejnych wyrazów za pomoc ą  rekurencji (5). 

 
Fig.7 

Prosz ę  zauwa Ŝ y ć , Ŝ e z któregokolwiek miejsca wystartujemy (wybór warto ś ci dla 0f ) w 

przedziale  );0[ 2x  dojdziemy (co prawda w nieskoń czono ś ci) do punktu 1x . Dla 20 xf >  

warto ś ć  0fα  b ę dzie wi ę ksza od 0f   i kolejne wyrazy b ę d ą  ju Ŝ  tylko rosły do 

nieskoń czono ś ci. Dlatego naszym przedziałem zbieŜ noś ci w tym przypadku b ę dzie 

przedział );0[ 2x . (Nawiasem mówi ą c mo Ŝ na by zahaczy ć  o ujemne warto ś ci, bo i dla nich 

funkcja wykładnicza jest okre ś lona, ale to wystarczy). 
 

3.2 Metoda otrzymania drugiego rozwi ą zania x2 dla ( )λα ;1∈  

 
Drugi pierwiastek równania uzyskujemy za pomoc ą  rekurencji odwrotnej: 
 

 
01 log...logloglog hhh

poziomówn

nn 44 344 21 αααα == −
 [7] 

gdzie Ψ=∈ ];( 210 xxh . Poniewa Ŝ  dla );( 21 xxx∈  funkcja 0log)( >−= xxxh α , zatem ci ą g nh  

b ę dzie rosn ą cy i ograniczony z góry przez drugi pierwiastek równania tj. 2x . 

 



 2lim xhn
n

=
∞→ , gdzie 1log −= nn hh α , ];( 210 xxh ∈  [8] 

 
Ilustracja otrzymywania kolejnych wyrazów za pomoc ą  rekurencji (7). 

 
Fig.8 

 

3.3 Metoda otrzymania pierwszego rozwi ą zania x1 dla ( )1;0∈α  

 

Zajmiemy si ę  teraz przedziałem dla α, w którym mamy tylko jedno rozwi ą zanie równania 

xx =α . 
 
Rekurencj ą , która pozwala otrzyma ć  1x  jest rekurencja (5): 

 

 
poziomównf

f

nf

n 1
0

...
1 +





== −
α

ααα
 [9] 

gdzie );0[0 +∞∈f . 

 
Rekurencja ta tworzy wyrazy oscyluj ą ce wokół punktu 1x .  

Przykład: 00 =f , 01 1 ff >= , 12 ff <= α , 23 ff >= αα  itd. 

Zatem: 

 1lim xf n
n

=
∞→ , gdzie 1−= nf

nf α , );0[0 +∞∈f  
 
 

Poniewa Ŝ  dla 1
1

xx

xx
<∀

>
α  ∧ 1

1

xx

xx
>∀

<
α  oraz αα α > (poniewa Ŝ  dla aa =1 , α>1  a funkcja 

xα jest malej ą ca dla rozpatrywanego α )  Wystarczy zauwa Ŝ y ć , Ŝ e ró Ŝ nice s ą  coraz 

mniejsze tj.: 0lim 1 =− −∞→ nn
n

ff  czyli Ŝ e: nnnn ffff −<− +++ 112  



Rozbijaj ą c na dwa przypadki (poniewa Ŝ  jedna strona ujemna implikuje dodatni ą  po 
prawej i odwrotnie) 

a) Je ś li 12 ++ > nn ff  to: 

nnnn ffff +−<− +++ 112  ⇒ nn ff <+2  

b) Je ś li 12 ++ < nn ff  to: 

211 −−− −<+− nnnn ffff  ⇒ 2−> nn ff  

Mo Ŝ na to zauwa Ŝ y ć  analizuj ą c funkcj ę  xxf α=)(  omawian ą  w punkcie 1.1. 

 
Wybieraj ą c 0f  z dwóch przedziałów: 

A) );0[ 10 xf ∈ mamy przypadek z podpunktu a) powy Ŝ ej 

wtedy 01
0 ff f <= α , 0

0

2
ff

f αα α >=  i widzimy Ŝ e 02 ff <  itd.. 

B) analogicznie druga sytuacja 
 
Tylko musz ę  zaznaczy ć , Ŝ e nie potrafi ę  tego formalnie sformułowa ć . Mo Ŝ e na podstawie 

tego i Ŝ  funkcja xα  jest malej ą ca od 1)0( =f  i ograniczona z dołu przez 0)(lim =
∞→

xf
x

zatem 

{ } ]1;0(0 ∈∪+∈∀ xRx α , gdzie z kolei ];0(]1;0( αα ∈∈∀ xx  itd. Czyli  zbiory mo Ŝ liwych 

warto ś ci malej ą  w ka Ŝ dej iteracji, a Ŝ  w nieskoń czono ś ci do otoczenia punktu 1x . 

 
Ilustracja tworzenia kolejnych wyrazów rekurencji: 
 

 
Fig.9 

 
Notka 

Mo Ŝ e mo Ŝ na by było ow ą  metod ę  rekurencyjn ą  uogólni ć  do innych równań  co najmniej 
postaci 0)( =− xxf , oczywi ś cie z dodatkowymi kryteriami, które trzeba by było opisa ć . 

Wła ś ciwie ta praca powstała jako wst ę p do tej metody, czy oka Ŝ e si ę  interesuj ą ca 
[metoda], nie wiem. 
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