Rownaniea” = x

(wersja robocza...)

Streszczenie: Najpierw zajmiemy sie¢ ogdélnym rozeznaniem za pomocg metod
analitycznych tj. przy pomocy funkcji f(x)=a*-x, h(X)=log,x-x i rachunku

rézniczkowego, wyprowadzimy zaleznos¢ o od x tj. @ =¥/x ija uzasadnimy, a w drugiej
czeéci przedstawimy sposéb uzyskania zaleznosci X=k(a) za pomocy rekurencji

f,=a’ i h =log,h,_ (z odpowiednimi warunkami poczatkowymi), . Llrr!o f,=x1i

lim h,=x ktéra rowniez uzasadnimy. Réwnanie to w zaleznosci od statej @ ma jedno,

dwa lub brak rozwigzan rzeczywistych, dlatego bedziemy rozpatrywali oddzielnie kazdy
z przypadkow.
Uwagi: Wszystkie zamieszczone wykresy funkcji sa tylko ich szkicami, ktére

uwzgledniajg pewne wlasnosci potrzebne przy wnioskowaniu. Wszedzie, gdzie bedzie
mowa o réwnaniu (pierwiastkach réwnania), bedzie to réwnanie z tytutu tej pracy t.:

a* =x,gdziea OR,,xOR, 0{0}
CZESC1
1 Funkcja f(X)=a*—X [1]

Dziedzing funkgji bedzie D, =R, 0{0}, aOR,.

af* @) f(x)=a*In’a

Af(x) _ coon o
W—f(X)—a Ina -1 dzx =

Rozpatrzmy funkcje w dwoéch przedziatach dla statej a.
1.1 Niech a0(0;1)

f'(x)=0, a* = ﬁ <0=xU0¢@ czyli brak ekstreméw. I faktycznie funkgja f (X) jest stale
n
malejaca. f(0)=1, Ilim f(x)=-c, f(@) <0 zatem f(X) ma jedno rozwigzanie (X=x) w

przedziale (01) (dowodzimy tego za pomoca wlasnosci Darboux , cho¢ w nawiasie méwiac

podobno to B. Bolzano wczedniej wykazal taka wlasnosé¢, zreszta samemu definiujac
cigglos¢ funkgji, ale historia bywa niesprawiedliwa — pisze o tym np. prof. Hugo Steinhaus
np. tu fragment http://www.dejaview.cad.pl/math_pogadankahistoryczna.php),
popatrzmy na szkic wykresu f(X):
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1.2 Niech a0(1;1], gdzie A =€"°

Rozpatrujemy a w powyzszym przedziale, poniewaz jak wykazemy nizej, dla
a > A rébwnanie nie posiada rozwigzan.

f'(X)=0=«x =logaﬁ =u L f"(X)>0=w punkcie x=u funkcja f(X) - osigga
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Zatem z powyzszego wynika ze (dla pewnego 0):
a) jesli f(u)=0= f(X)ma jedno rozwigzanie, owe x = u (Fig.2a)
b) jesli f(u)>0= f(X)nie marozwigzan (Fig.2b)
c) jesli f(u)<0= f(x)ma dwa rézne rozwigzania X=X, X = X, (Fig.2c)
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Ad a) Znajdzmy ta graniczna wartos¢ a, dla ktérej rownanie ma tylko jedno rozwigzanie i
oznaczmy przez A:
1
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Zatem a = A Ex=logaﬁ:>x=logle:>)<:e [2b]
n :

Ad b) Dla a > A brak rozwiazan, dlatego bedziemy rozpatrywali tylko przedziat a O (1;4]

Ad c¢) Dla a 0(1;A) réwnanie ma dwa rozwigzania

1
(2a) i (2b) podpowiadaja nam o jaka zaleznos¢ chodzi, zat6zmy zatem ze: a = x*, wtedy
otrzymamy:

X

[3]

a to wydaje sie trywialne.

Teraz wykazemy, iz istotnie funkcja g(x) = X/x w swoim zbiorze wartosci zawiera
przedzial g(x)0(0,A], czyli odwzorowuje wszystkie mozliwe wartosci dla statej a.

1.3 Funkcja 9(X) = yx , XOR,

1 1
g(x) = x* = er , 9(0) =nie okreslone, Iirr(‘)l+ g(x) =0, lim g(x) =1,

1
g'() =ex E—le—z(l—ln x), () =0=Inx=1= x=¢

1
g"(e) <0 zatem w punkcie X =€, funkcja g(X) ma maksimum lokalne réwne g(e) = e®

Spostrzezenia:
1

a) w przedziale xU (0,€) funkcja g(X) rosnie od lirg} g(x)=0 do lim g(x) = ge
1
b) dla x=e funkcja g(x) = e®
1
c) dla x[(g+w) maleje od lim g(x) = ecdo lim g(x) =1

f(x)=x%

fix)

Fig.3



Whioski:
Funkcja g(x) speinia nasze wymagania, dla x[ (01) O {&} jest jednoznaczna (istnieje tylko
1

jeden przeciwobraz w przedziale (0,1)D{ee} . rozwigzanie dla danego a. Dla

x[0 (1,+e0) \{e} dwa przeciwobrazy, czyli dwa rézne rozwigzania tak jak to zauwazyliSmy
juzw 1.2 ¢).

Podsumowanie:

Cho¢ nadal nie mamy prostej zaleznosci x od stalej a, bo niejako wréciliSmy do punktu
wyjécia, mamy przynajmniej ogélny obraz funkci f(X). W drugiej czesci zajmiemy sie
metoda, ktéra pozwoli nam w sposéb przyblizony uzyskaé pierwiastki réwnania za
pomoca rekurengji (oraz za pomocg granicy doktadne wartosci).

2 Funkcja h(x) =log, x—x [4]
Niech D, =R, dla a OR, A1}.

dh(x)Eh,(X)= 1 _1 2
dx xlna dx

Rozpatrzmy funkcje w dwoéch przedziatach statej a.

2.1 Niech a0(0;1)

lim h(x) = +eo O lim h(X) = —e0 = zatem mamy miejsce zerowe jako, ze funkcja jest ciaggta w

X -0+

dziedzinie. Pochodna nie ma miejsc zerowych, zatem funkcja h(x) ma tylko jedno miejsce
zerowe (rozwigzanie).

-

A h(x)=log_x - x a&(n;1)
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1
2.2 Niech a1 4], gdzie A=ec

Tak jak w punkcie 1.2 rozpatrujemy tylko taki przedziat dla a , w ktérym funkcja h(x) ma
miejsca zerowe.

lim h(x) = —co [ Iin;l h(X) = —o0 - ale z pierwszej pochodnej wiemy Ze nie jest stale

X -0+

monotoniczna:

h'(x)=0 = %a =1l= u= % = x O h'(u) <0 = funkgja h(x) posiada maksimum
X

lokalne w punkcie x = 4. Zatem moze mie¢ (analogicznie jak w punkcie 1.2):
1

a) Jedno rozwigzanie dla a = ec =)
b) Brak rozwigzandla a > A
c) Dwa rozwigzania dla a (ZL' /1)

H h()=logx-x ¥*
ac(1A)
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CZESC I1
3 Rekurencja f,=a " & h,=log, h,

Zajmiemy sie tymi dwoma rekurencjami przy ustalonych warunkach poczatkowych
dla @ w okreslonych przedziatach liczb rzeczywistych tj.: a 0(0;1) i a0(1;4) oddzielnie -

jedynie dla tych a réwnanie a* = x:
a) all (1 ,‘/1) posiada dwa rozwiazania (X, X, )
b) al (O;l) posiada jedno rozwiazanie (X, )
) rowniezdla @ = A = €"® réwnanie posiada jedno rozwigzanie
X=€ tj.: (e”e)e = e takze tym przypadkiem nie bedziemy sie juz zajmowac (znamy
jego doktadne rozwigzanie)

3.1 Metoda otrzymania pierwszego rozwigzania x; dla a 0(1;1)

Rozpatrzmy rekurencje:

n+1 poziomow -
5

f

gdzie f,0[0;x,) wtedy f, =a’, f,=a®" itd.
Przykfad:
a=v2, 1,=0,1,=(v2f =1, 1,=(V2) =2, 1, =(V2)" =1,6325269 itd... 1, . =2

Przypatrzmy sie teraz rekurengji (5) pod katem funkgji (1) tj. f(x)=a" —x

Spostrzezenie:

a) w przedziale xO[0;x)=®, f(x)=a*-x>0 zatem a" >x czyli ciag f, przy f,
nalezagcym do przedzialu ® bedzie stale monotoniczny tak jak funkcga g(x)=a",
xO® . rosngcy. f,<f <f,<.. oraz ograniczony z goéry przez pierwszy
pierwiastek réwnania a* =x (oznaczamy go przez X;), a poniewaz g(X)<xdla
xO® oraz (fn =x, e "= xl):> .1 =X, itd. az do f, = X;. (ograniczenie goérne). A
my przyjelismy f, O®.

b) w przedziale xO(x;%,)=I, f(x)=a*-x<0 zatem a*<x czyli ciag f, przy f,

nalezagcym do przedziatu I' bedzie stale monotoniczny, malejacy oraz ograniczony z
dotu przez pierwszy pierwiastek tj. x; (analogicznie jak podpunkt a)

Definicja



Przedziat, dla ktérego nieskoriczony cigg kolejnych wyrazéw rekurencji (5) jest zbiezny
nazwijmy przedziatem zbieznosci W rekurengji f,, w naszym przypadku W =[0;x,).

Zatem:

lim fn =X, gdzie fn = af"_ll fO D[O, XZ) [6]

n- o

Istotnie, f, = f,., wydawac¢ moze sie jedynie w nieskoniczonosci (gdy n —» ) réwne

okazujac nam owy pierwszy (x, ) pierwiastek rownania a* = x.

[lustracja otrzymywania kolejnych wyrazéw za pomoca rekurengji (5).
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Fig.7
Prosze zauwazyg¢, ze z ktéregokolwiek miejsc?a wystartujemy (wyboér wartosci dla f;) w
przedziale [0;X,) dojdziemy (co prawda w nieskoriczonosci) do punktu x,. Dla f, > X,
wartos¢ a bedzie wieksza od f, ikolejne wyrazy beda juz tylko rosty do
nieskonczonosci. Dlatego naszym przedziatem zbieznosci w tym przypadku bedzie
przedzial [0;X,). (Nawiasem méwigc mozna by zahaczy¢ o ujemne wartosci, bo i dla nich
funkcja wykladnicza jest okreslona, ale to wystarczy).

3.2 Metoda otrzymania drugiego rozwiazania x. dla a 0(1;1)

Drugi pierwiastek réwnania uzyskujemy za pomocg rekurencji odwrotne;:

[7]

h, =log, h,, =log, log, ...log, h,
n pogom(’)w
gdzie hy O(x;X,] =W . Poniewaz dla x[(X;;X,) funkcja h(x) =log, x—x>0, zatem cigg h,

bedzie rosnacy i ograniczony z gory przez drugi pierwiastek réwnania tj. X,.



lim hn = le gdzie hn - |Oga hn—l; hO [] (Xi’ X2] [8]

n- oo

[lustracja otrzymywania kolejnych wyrazéw za pomoca rekurencji (7).

Fig.8

3.3 Metoda otrzymania pierwszego rozwigzania x1 dla a 0(0;1)

Zajmiemy sie teraz przedzialem dla a, w ktérym mamy tylko jedno rozwigzanie réwnania
a*=x.

Rekurencjg, ktéra pozwala otrzymac X, jest rekurencja (5):

n+1 poziomow o
9

gdzie f, O[0;+0).

Rekurencja ta tworzy wyrazy oscylujace wokét punktu X;.
Przyktad: f, =0, f,=1>f,, f,=a<f,, f,=a > f, itd.
Zatem:

lim fn = Xl, gdzie fn = af"_ll fO L] [O,+°°)

n- o

Poniewazdla 0 a*<x, 0 0O a* >Xx, oraz @’ >a (poniewaz dla a' =a, 1>a a funkga

X>Xq X<X;
a’jest malejgca dla rozpatrywanego a ) Wystarczy zauwazy¢, ze réznice sa coraz
mniejsze 4j.: im|f = _,[=0 czyli ze: |f ., = f, | <|f..—f,|

n+l



Rozbijajgc na dwa przypadki (poniewaz jedna strona ujemna implikuje dodatnia po
prawej i odwrotnie)
a) Jesli f ,>f_,, to:
frz = fra<—fatfi = fo<f,
b) Jesli f ., <f,,, to:
it <fa-f=f>f,

Mozna to zauwazy¢ analizujac funkcje f(x)=a* omawiang w punkcie 1.1.

Wybierajac f, z dwoch przedziatow:
A) f,0[0;x) mamy przypadek z podpunktu a) powyzej
wtedy f,=a®<f,, f, =a”" >a i widzimy ze f, < f, itd..

B) analogicznie druga sytuacja

Tylko musze zaznaczy¢, ze nie potrafie tego formalnie sformutowaé. Moze na podstawie
tego iz funkcja a” jest malejgca od f (0) =1 i ograniczona z dotu przez lim f(x) =0zatem

X — 00

OxOR+ D{O} a*0(01], gdzie z kolei OxO(01] a*0O(0;a] itd. Czyli zbiory mozliwych

wartosci maleja w kazdej iteracji, az w nieskoriczonosci do otoczenia punktu X;.

[lustracja tworzenia kolejnych wyrazéw rekurengji:
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Notka

Moze mozna by bylo owa metode rekurencyjng uogélni¢ do innych réwnar co najmniej
postaci f(X)—x=0, oczywiscie z dodatkowymi kryteriami, ktére trzeba by bylo opisac.
Wiasciwie ta praca powstala jako wstep do tej metody, czy okaze sie interesujaca
[metoda], nie wiem.
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