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Streszczenie: Jest to jednowymiarowa wersja rekurencji dla zbioru Mandelbrota. 

Poszukujemy takiego zbioru R⊆Μ , dla którego ci ą g { } Xxn ≡  zadany rekurencj ą   
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gdzie Μ∈c , nie jest rozbieŜ ny. PosłuŜ ymy się  rozwi ą zaniem równania xxf =)(  dla funkcji 

cxxf += 2)(  oraz rekurencj ą  [1] z warunkami pocz ą tkowymi bę d ą cymi rozwi ą zaniem 

tegoŜ  równania. Materiał wykorzystany w tych notatkach obejmuje podstawowe metody 
analizy matematycznej i matematyki dyskretnej. 
 

1 Kryterium zbie
Ŝ

noś ci 
 

Ci ą g X  bę dzie zbieŜ ny, kiedy  
 

( ) gcxx n
n

n
n

=+=
∞→+∞→

2
1 limlim   

 
gdzie g bę dzie granic ą  skoń czon ą  ci ą gu X przy ∞→n .  
 

SpostrzeŜ enie 1 
 

Niech ( ) cxxf += 2 , weź my pod uwagę  równanie 

 

 ( ) xxf =  [2] 

 
z rozwi ą zaniami odpowiednio βα ,  (w przypadku jednego oczywi ś cie βα = ) oraz 

rekurencję  : 
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Ci ą g X bę dzie zbieŜ ny, a wła ś ciwie równy ,...,, 000 xxxX =  . 

 



Dowód 
 

Z (3) mamy: α=0x , (b ą dź  β=0x , załóŜ my, Ŝ e jedno z nich) zatem cxx += 2
01 , ale 

dzię ki zdefiniowanej funkcji ( ) cxxf += 2  moŜ emy zapisać  ( ) ( )αfxfx == 01 . Teraz 

zakładaj ą c rozwi ą zania równania [2] mamy, Ŝ e αα =)(f , zatem α=1x , indukcyjnie 

postę puj ą c udowodnili ś my zbieŜ no ś ć  ci ą gu zadanego rekurencj ą  (3). 
 

Dowód oparli ś my na załoŜ eniu, Ŝ e równanie (2) ma rozwi ą zania. Dlatego w 
nastę pnej kolejno ś ci rozpatrzymy, dla jakich c równanie to ma faktycznie rozwi ą zanie jedno, 
b ą dź  dwa róŜ ne. 
 

Nastę pnie wykorzystamy (3), aby udowodnić , Ŝ e rekurencja (1) z odpowiednimi 
załoŜ eniami ma taki sam przedział Rc ∈  zbieŜ no ś ci. 
 
 

2 Równanie ( ) xxf =   
 

Niech ( ) cxxf += 2 , rozpatrzmy równanie ( ) xxf = , czyli  

 

02 =+− cxx  
 

2.1 Jedno rozwi ą zanie 

Kiedy 0=∆ , czyli 041 =− c  →  
4

1=c  

Rozwi ą zanie 
2

1
1 == αx  

 

2.2 Dwa rozwi ą zania 

Kiedy 0>∆ , czyli 041 >− c →  
4

1<c  

Rozwi ą zanie 
2

411
1

c
x

−+== α  oraz 
2

411
2

c
x

−−== β  

 

Wniosek: 
Mamy zatem przedział Ν=−∞∈ ]4/1,(c , dla którego ci ą g z (3) bę dzie zbieŜ ny z warunkami 

pocz ą tkowymi { }βα ,0 =x . Nastę pnie spróbujemy dowie ś ć , Ŝ e istnieje taki podprzedział 

Ν⊆Μ , dla którego rekurencja (1) równieŜ  bę dzie zbieŜ na. 

 
 
 



3 Rekurencja   cxx nn +=+
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Przypomnijmy 
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gdzie Rc ∈ . 
 
Rozpatrzmy trzy przedziały dla c: 

a) 4/1=c   

b) )4/1;0(∈c  

c) )0;(−∞∈c  

 
Przypadkiem, kiedy 0=c  i 2−=c  nie bę dziemy się  zajmować , poniewaŜ  ci ą g jest wtedy 
trywialnie zbieŜ ny. 
 

3.1 Przedział 4/1=c  

 ►
 ZauwaŜ my, Ŝ e jak zachowuje się  ci ą g X  dla 4/1=c : 

00 =x , 4/11 =x , ( ) 16/54/14/1 2
2 =+=x , ( ) 256/894/116/5 2

3 =+=x , … jak widać  ci ą g 

jest rosn ą cy. 
 

Dowód indukcyjny: 
 

a) 00 =x , 01 xcx >=  

b) załóŜ my, Ŝ e dla nx spełnia tj. 1−> nn xx , wykaŜ my, Ŝ e dla 1+nx spełnia tj. 

nn xx >+1  →  cxcx nn +>+ −
2

1
2

 →  
2

1
2

−> nn xx , a Ŝ e rozpatrujemy wyrazy dodatnie 

( 0>nx  dla 0>n ) zatem 1−> nn xx □   

 ►
 Teraz zauwaŜ ymy, Ŝ e ten rosn ą cy ci ą g jest ograniczony z góry przez rozwi ą zanie 

równania (2) dla aktualnie rozpatrywanego 4/1=c  tj. 2/1=α . 
 
 

Dowód przez zaprzeczenie: 
 

Rozpatrzmy rosn ą c ą  funkcję  4/1)( 2 += xxg  i równanie xxg =)( . Ma ono jedno 

rozwi ą zanie 2/1=x , bo ( ) 2/14/12/1 2 =+ . Nie istnieje ]2/1,0[∈x  taki, Ŝ e 2/1)( >xg , 

zatem ]2/1,0[∈∀x  2/1)( ≤xg . 

 

Wyrazy naszego ci ą gu nx rosn ą  pocz ą wszy od 00 =x , 4/11 =x , … ale nie istnieje taki nx , 

dla którego 2/1)(1 >=+ nn xgx , poniewaŜ  implikuje to, Ŝ e 2/1>nx , co z kolei, Ŝ e 

2/11 >−nx itd. aŜ  do 2/10 >x  co jest sprzeczne z załoŜ eniem 00 =x . □  

 



Wniosek: 
 
Czyli nasz ci ą g dla 4/1=c  bę dzie zbieŜ ny tj.: 
 

( ) 2/14/1limlim 2
1 =+=

∞→+∞→ n
n

n
n

xx  

dla 00 =x   

 
 

3.2 Przedział )4/1;0(∈c  

 

Podobnie post ą pimy jak w punkcie 3.1. Ci ą g nx  równieŜ  bę dzie rosn ą cy (dowód indukcyjny 

identyczny jak w 3.1).  
 ►

 Ci ą g ten równieŜ  jest ograniczony z góry przez dodatnie rozwi ą zanie równania (2) tj. 

przez 
2

411 c−+=α  

 

Dowód przez zaprzeczenie 
 

Rozpatrzmy rosn ą c ą  funkcję  cxxg += 2)(  i równanie xxg =)( . Jak pokazali ś my w punkcie 

2.2 αα =)(g , gdzie 
2

411 c−+=α . Co wię cej (podobnie jak w 3.1) α>)(xg  implikuje 

α>x  dla 0>x . 
 
 

Wyrazy naszego ci ą gu nx  rosn ą  od cxx =<= 10 0  i s ą  ograniczone przez 

2

411
)(

c
g

−+== αα . ZałóŜ my przeciwno ś ć , czyli nx∃ taki Ŝ e α>+1nx , to nam implikuje, Ŝ e α>=+ )(1 nn xgx →  α>nx itd. aŜ  do α>0x  co jest sprzeczne z załoŜ eniem 00 =x  □  

 
 

3.3 Przedział )0;(−∞∈c  

 
Rozpatrzymy ujemne warto ś ci c, ale jak łatwo zauwaŜ yć  nie dla wszystkich ujemnych ci ą g 
bę dzie zbieŜ ny. Zatem bę dziemy poszukiwać  takiego podprzedziału, w którym bę dzie 
zbieŜ ny. 
 
Ci ą g dla pewnych c bę dzie naprzemienny, dla innych rosn ą cy. Jak się  okaŜ e tylko dla tych c, 
dla których bę dzie naprzemienny nie bę dzie rozbieŜ ny. 
 
 
 
 
 



SpostrzeŜ enie 2 
 

Niech cc −=' , wtedy '')'( 2 cccg −= . Dla c’ spełniaj ą cych: 

 

 '''2 ccc >−  [4] 
 
ci ą g (1) bę dzie rosn ą cy i nieograniczony z góry. 

A równanie jest spełnione dla ]2,0[\R'∈c , zatem )2,( −−∞∈c  uwzglę dniaj ą c )0;(−∞∈c . 

 

Dowód indukcyjny 
 

Niech '''2 ccc >− , zatem tym bardziej zostanie spełniony warunek 0''2 >−cc . Z '''2 ccc >−  

mamy 0')'( >> ccg , a to implikuje 0'')''( 22 >>−>− cccccg  (Lemat 1), poniewaŜ  funkcja g  

dla dodatnich argumentów jest rosn ą ca tj.: )()(:0, ygxgyxyx >>∧>∀ . 

 

a) 12 xx >  czyli  '''2 ccc >−  jest spełnione z załoŜ enia 

b) niech dla 1−> nn xx  bę dzie spełnione, 

nn xx >+1 →  '' 2
1

2 cxcx nn −>− − → 2
1

2
−> nn xx , zauwaŜ yli ś my, Ŝ e dla '''2 ccc >−  funkcja 

)(xg  bę dzie rosn ą ca po dodatnich warto ś ciach, czyli 
2

1
2

−> nn xx → 1−> nn xx  , a Ŝ e nie 

ma granicy tj.: ∞=
∞→

)(lim xg
x

, ci ą g nx  bę dzie rozbieŜ ny □  

 

*) ccccg −>− 22 ')''(  →  ccccc −>−− 222 '')''(  →  222 ')''( ccc >− , skoro 0'''2 >>− ccc  to 

0'0''2 >∧>− ccc  zatem 222 ')''( ccc >−  →  '''2 ccc >−  →  0'2 >c □  

 
 

Wniosek: 
 
Dla )2,( −−∞∈c  omawiany ci ą g bę dzie rozbieŜ ny, zatem rozpatrzymy dalej jedynie 

przedział )0,2(−∈c . 

 

3.4 Przedział )0,2(−∈c  

Niech cc −='  wtedy ')( 2 cxxg −= .  

 
Nasz ci ą g bę dzie zachowywał się  odmiennie w zaleŜ no ś ci od połoŜ enia ujemnego miejsca 

zerowego c−−=γ  funkcji )(xg  wzglę dem parametru c: 

a) c=γ  

b) c>γ  

c) c<γ  

 
Ad a] 

c=γ  →  cc =−−  →  2cc =− → 02 =+ cc →  1−=c  

...,0,1,0,1,0 −−=nx  



Ad b] 

c>γ  →  cc >−−  →  cc −<−  →  2cc <−  →  02 >+ cc  →  )1;2( −−∈c  

Ci ą g bę dzie naprzemiennie przyjmował warto ś ci z zakresu )](;[ cgcxn ∈ , poniewaŜ  

];[ ccx −∈∀ : )](;[)( cgcxg ∈ . Czy bę dzie miał granicę ? WaŜ ne, Ŝ e nie jest rozbieŜ ny. 

 
Ad c] 
Analogicznie jak dla b) c<γ  →  )0;1(−∈c  

W tym przypadku ci ą g bę dzie zbieŜ ny do ujemnego rozwi ą zania równania xxg =)(  czyli 

2
411

2

c
x

−−== β  (2) przyjmuj ą c na zmianę  warto ś ci mniejsze i wię ksze od tej granicy.  

β<= cg )0( , β>)(cg , β<))(( cgg itd.  

 

4 Podsumowanie 
Ci ą g generowany przez rekurencję : 
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nie bę dzie rozbieŜ ny dla : 
 

a) 4/1=c  (patrz punkt 3.1) 

b) )4/1;0(∈c  (patrz punkt 3.2) 

c) )0;2(−∈c  (patrz punkt 3.4) 

d) { }2,0 −∈c  

 

Zatem dla ]4/1;2[−∈c  ♣  

 
 
 
 

5 Dodatkowe materiały 

[1] Równanie xx =α  metodami analizy matematycznej i matematyki dyskretnej, 
http://www.dejaview.cad.pl/math/equationaxx.pdf 
 
 
Podzię kowanie dla Pani Anety eana@tlen.pl za zwrócenie uwagi na inne rozwi ą zania, 
których wcze ś niej nie uwzglę dniałem. 
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