Zbior Mandelbrota w R
X =0, Xn+1:Xn2+C’ cUR

(wersja robocza...)

Streszczenie: Jest to jednowymiarowa wersja rekurencji dla zbioru Mandelbrota.
Poszukujemy takiego zbioru M [ R, dla ktérego ciag {Xn} = X zadany rekurencja

X =0

2 [1]
Xu =% +tC n20

gdzie cOM, nie jest rozbiezny. Postuzymy sie rozwigzaniem réwnania f(X) = X dla funkgji

f(X) =x*+cC oraz rekurencja [1] z warunkami poczatkowymi bedacymi rozwiazaniem
tegoz réwnania. Material wykorzystany w tych notatkach obejmuje podstawowe metody
analizy matematycznej i matematyki dyskretne;j.

1 Kryterium zbieznoSci
Ciag X bedzie zbiezny, kiedy

lim x,, = lim (xn2 + c): g

gdzie g bedzie granica skoriczona ciagu X przy N — .
Spostrzezenie 1
Niech f (X) = X* +C, wezmy pod uwage réwnanie
f(x) = x [2]

z rozwigzaniami odpowiednio @, B (w przypadku jednego oczywiscie a = [3) oraz
rekurengje :

x 0{a, g}

5 [3]
X1 =% +C n20

Ciag X bedzie zbiezny, a wlasciwie réwny X = Xj, Xy, X;,--. -



Dowdd

Z (3) mamy: X, =, (badz X, = B, zat6zmy, ze jedno z nich) zatem X, = on +cC, ale
dzieki zdefiniowanej funkgi f(x)=x?>+C mozemy zapisa¢ X = f(x,)= f(a). Teraz
zakladajac rozwigzania réwnania [2] mamy, ze f(a)=a, zatem X =a, indukcyjnie
postepujac udowodnilismy zbieznos¢ ciagu zadanego rekurencja (3).

Dow6d oparliémy na zalozeniu, Ze réwnanie (2) ma rozwigzania. Dlatego w
nastepnej kolejnosci rozpatrzymy, dla jakich c réwnanie to ma faktycznie rozwigzanie jedno,

badZ dwa rézne.

Nastepnie wykorzystamy (3), aby udowodni¢, ze rekurencja (1) z odpowiednimi
zalozeniami ma taki sam przedziat c[J R zbieznosci.

2 Réwnanie f (X) = X
Niech f(x)=x?+c, rozpatrzmy réwnanie f(x)= X, czyli
2 —_
X"=x+c=0

2.1 Jedno rozwi gzanie

Kiedy A=0,czyli1l-4c=0 — C:%

Rozwiazanie X, =a = —

2

2.2 Dwa rozwi gzania
Kiedy A>0,czylil-4c>0— C <%

1++1-4c 1-4c

1_
Rozwigzanie X, = a = T oraz X, = 3= 5

Whniosek:
Mamy zatem przedziat c[J(—c0 1/4] = N, dla ktérego ciag z (3) bedzie zbiezny z warunkami

poczatkowymi X, 2{0', ,6’} Nastepnie sprobujemy dowiesé, ze istnieje taki podprzedziat
M O N, dla ktérego rekurencja (1) réwniez bedzie zbiezna.



. _ 2
3 Rekurencja X, =X, *C

Przypomnijmy
% =0
2 [1]
X =%, tC n20
gdzie cJR.
Rozpatrzmy trzy przedziaty dla c:
a) c=1/4
b) cO(0 ;1/4)
c) cl(-«:0)

Przypadkiem, kiedy ¢ =0 i ¢ =-2 nie bedziemy si¢ zajmowaé, poniewaz ciag jest wtedy
trywialnie zbiezny.

3.1 Przedziat C=1/4

» Zauwazmy, ze jak zachowuje sie ciag X dla c=1/4:
% =0, x, =1/4, x, =(1/4f +1/4 = 516, x, = (5/16)° +1/4=89/256, ... jak widac ciag

jest rosnacy.
Dowéd indukcyjny:

a) X =0, % =c>X,
b) zatézmy, ze dla X, spelnia tj. X, > X _, wykazmy, ze dla X_,,spelnia tj.
X > X, — an +Cc> Xn—12 +C — an > Xn_lz, a ze rozpatrujemy wyrazy dodatnie

(X, >0 dla n>0) zatem X, >X O

» Teraz zauwazymy, ze ten rosnacy ciag jest ograniczony z goOry przez rozwigzanie
réwnania (2) dla aktualnie rozpatrywanego c=1/4 tj. a =1/2.

Dowdd przez zaprzeczenie:

Rozpatrzmy rosnaca funkce ¢(X)=x>+1/4 i réwnanie ¢g(X)=X. Ma ono jedno

rozwiazanie X=1/2, bo (1/ 2)2 +1/4=1/2. Nie istnieje Xx[1[0,1/2] taki, ze g(x)>1/2,
zatem OxO[0,1/2] g(x)<1/2.

Wyrazy naszego ciagu X,rosng poczawszy od X, =0, X, =1/4, ... ale nie istnieje taki X,
dla ktorego X, =09(x,)>1/2, poniewaz implikuje to, ze X, >1/2, co z kolei, ze
X, >1/2itd. azdo X, >1/2 co jest sprzeczne z zalozeniem X, =0. o



Whniosek:

Czyli nasz ciag dla ¢ =1/4 bedzie zbiezny tj.:

iim x,., = lim (x? +1/4)=1/2

n- oo n- oo

dla x, =0

3.2 Przedziat cJ(0 ;1/4)

Podobnie postapimy jak w punkcie 3.1. Ciag X, réwniez bedzie rosnacy (dowdd indukceyjny
identyczny jak w 3.1).

» Ciag ten réwniez jest ograniczony z goéry przez dodatnie rozwiazanie réwnania (2) ;.

1+V1-4c
2

przez a =

Dowdd przez zaprzeczenie

Rozpatrzmy rosnaca funkcje g(X) = X* +C i réownanie g(X) = X. Jak pokazaliémy w punkcie

1+V1-4c

2.2 g(a)=a, gdzie a = 5

. Co wiecej (podobnie jak w 3.1) g(X) >a implikuje

Xx>qa dla x>0.

Wyrazy naszego ciagu X, rosna od X, =0<X =C i sa ograniczone przez

1+41-4c
2

gla)=a= . Zal6zmy przeciwnosé, czyli [X taki ze X ,, > @, to nam implikuje,

ze X,y = 0(X,) >a— X, >aitd. azdo X, > cojest sprzeczne z zatozeniem X, =0 o

3.3 Przedziat CJ(—c0 ;0)

Rozpatrzymy ujemne wartosci ¢, ale jak fatwo zauwazy¢ nie dla wszystkich ujemnych ciag
bedzie zbiezny. Zatem bedziemy poszukiwad takiego podprzedziatu, w ktérym bedzie
zbiezny.

Ciag dla pewnych ¢ bedzie naprzemienny, dla innych rosnacy. Jak sie okaze tylko dla tych c,
dla ktérych bedzie naprzemienny nie bedzie rozbiezny.



Spostrzezenie 2
Niech ¢'= -c, wtedy g(c') =c”?—C'. Dla ¢’ speiajacych:
C|2 _CI > CI [4]

ciag (1) bedzie rosnacy i nieograniczony z gory.
A réwnanie jest spetnione dla COR\[0,2], zatem ¢ (—,-2) uwzgledniajac ¢ (- ;0).

Dowdd indukcyjny

Niech €*-C'>C', zatem tym bardziej zostanie spetniony warunek ¢*-¢'>0. Z ¢?—c'>¢'
mamy g(c') >c'>0, a to implikuje g(c'*—C') >c?—c>c'>0 (Lemat 1), poniewaz funkcja g
dla dodatnich argumentéw jest rosnaca tj.: X,y >0LC x> y:g(Xx) > g(y).

a) X, >X czyli ¢?—C'>C' jest spelnione z zatozenia

b) niech dla X, > X _, bedzie spelnione,
Xy >X — X =C>x_°-Cc—x°>x_°, zauwazylismy, ze dla ¢?—¢'>¢' funkcja
g(x) bedzie rosnaca po dodatnich wartosciach, czyli an > Xn—12 — X, > X, ,azenie

ma granicy tj.: im g(x) = o, ciag X, bedzie rozbiezny o

*) g(c?-c)>c?*-c — (c?-c')’-c'>c?-¢c — (c?-c')*>c?, skoro €?-¢'>c'>0 to
c?-c'>00c¢'>0 zatem (c*—¢')*>c? — ¢?-¢'>c — ¢?>0n0

Whniosek:

Dla cl(-%,-2) omawiany ciag bedzie rozbiezny, zatem rozpatrzymy dalej jedynie

przedziat c(-20).

3.4 Przedziat CL (_2,0)

Niech ¢'=-c wtedy g(x) = x*—cC'.

Nasz ciag bedzie zachowywat sie odmiennie w zaleznosci od polozenia ujemnego miejsca

zerowego ) = —+/—C funkdji g(X) wzgledem parametru c:

a) y=c

b) y>c

c) y<c
Ad a]

y=¢c - —-4-c=c - -c=c’->c’+c=0-c=-1
x =0,-10,-10, ...



Ad b]

y>c —» —J-c>c > +-c<-c > -c<c® - c2+c>0 - cO(-2 -1)

Cigg bedzie naprzemiennie przyjmowal wartoSci z zakresu X U[C; g(C)], poniewaz
OxO[c;—c]:g(x) d[c; g(c)] . Czy bedzie miat granice? Wazne, ze nie jest rozbiezny.

Ad (]
Analogicznie jak dlab) y <c — cU(-1 0)
W tym przypadku ciag bedzie zbiezny do ujemnego rozwiazania réwnania g(x) = X czyli

_ 1-\1-4c
e=hE

g(0) =c< g, g(c) > B, 9(9(c)) < Bitd.

(2) przyjmujac na zmiane wartoéci mniejsze i wieksze od tej granicy.

4 Podsumowanie

Ciag generowany przez rekurengje:

% =0
Xpr =%, +C N20

nie bedzie rozbiezny dla :

a) c=1/4 (patrz punkt 3.1)
b) cO(0 ;1/4) (patrz punkt 3.2)

¢) cU(-2;0) (patrz punkt 3.4)
d) c0{0-2}

Zatem dla c[-2; 1/4] »

5 Dodatkowe materialy

[1] Réwnanie @ = X metodami analizy matematycznej i matematyki dyskretnej,
http:/ /www.dejaview.cad.pl/math /equationaxx.pdf

Podzigkowanie dla Pani Anety eana@tlen.pl za zwrdcenie uwagi na inne rozwigzania,
ktoérych wczeéniej nie uwzgledniatem.
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