Funkcje tworzące cz.1

Lista 4, zadanie 1

Rozwiązać poniższe zadania metodą funkcji tworzących, uprzednio wyprowadzając wzory rekurencyjne.
Zadanie 1: Na ile sposobów można podzielić zbiór 
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 na dwa niepuste podzbiory?
dn – liczba sposobów podziału zbioru n elementowego na dwa niepuste podzbiory

Wybierzmy pierwszy element, może on 

1* być sam a wtedy reszta będzie w tym drugim, bo gdzieś podziać się musi – 1 sposób 

2* być nie sam, czyli wrzućmy go do jednego z 2 zbiorów, które są podzielone już na dwa niepuste podzbiory (z n-1 elementów) czyli na 2((dn-1 możliwości.

Rekurencja: 
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sprawdźmy kilka pierwszych wyrazów: d1 – czyli liczba podziałów zbioru 1 elementowego na 2 niepuste chyba nam się nie powiedzie, zresztą tak jak d0 , czyli d0=0, d1=0. Jak się domyślamy bądź nie, d2 = 1. Możemy tylko na jeden sposób podzielić zbiór dwu elementowy na dwa niepuste, czyli w każdym po jednym elemencie. Kolejność rzecz jasna nie ważna. Nie numerujemy zbiorów. (przynajmniej tu). Dla d3 = 3, poza tym już sama rekurencja przewiduje dla d2 zatem śmiało można napisać:
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No to poczarujemy trochę jak prawdziwi alche-generatingfunctiono-micy

Potęgowa funkcja tworząca dla D(x) = 
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1. Sumujemy obie strony rekurencji i mnożymy przez xn, zauważając że nasza rekurencja działa dla n(2, zatem przy sumie uwzględniamy ten warunek. 
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Po prawej stronie zauważamy że to D(x) oprócz dwóch pierwszych składników sumy (bo sumujemy od 2, czyli bez d0 i d1x ). Po lewej trochę trzeba zamieszać, w pierwszym mamy znany szereg geometryczny od drugiego wyrazu, wyciągnijmy x2 otrzymując 
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, teraz dodając w granicy sumowania +2 odejmijmy w tym co sumujemy 2, bo chodzi nam o to aby suma była od n=0 tak jak w definicji D(x) na górze .= 
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. Drugi składnik: wyciągnijmy stałą przed znak sumy i jednego x-a, aby indeks dn i potęga xn były takiej samej postaci, patrz co nam to da: 
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, a to nasza funkcja tworząca dla dn bez n=0 składnika sumy (n>=1) czyli = 2x( D(x) - d0 ) = 2xD(x) (bo d0 = 0). Okej to podsumowując:


[image: image10.wmf])

(

2

1

1

)

(

2

1

0

x

xD

x

x

x

d

d

x

D

+

-

×

=

-

-


tamte resztki po lewej są równe zero więc wiadomo co nimi... i przekształćmy równanie aby znaleźć D(x)
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To i mamy funkcję tworzącą dla naszej rekurencji. Ale jest zbyt „skomplikowana” aby od razu odczytać z niej jawny wzór na n-ty wyraz w rozwinięciu. Możemy tak: albo rozwinąć funkcję D(x) w szereg Bernouliego-Taylora dla tylu pierwszych wyrazów aby „domyślić się wzoru na współczynniki” albo przekształcić na ułamki proste 
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To już bez problemu możemy odczytać wzory na współczynniki:

Pierwszy składnik, stała ma tylko znaczenie dla wyrazu d0, ponieważ już pierwsza pochodna eliminuje go (z wzoru Bernouliego-Taylora), drugi składnik to zwykły szereg potęgowy również czyli:
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Nam potrzebne są tylko współczynniki przy potęgach xa, czyli:
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, gdzie [n=0] jest równe 1 jeśli n=0, i równe 0 gdy n(0

Albo tak zapiszmy:  
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To Już Jest Koniec.

To właściwie schemat, podobne robi się analogicznie, czyli 

1. ustalamy rekurencję

2. mnożymy stronami przez xn (jeśli używamy f. tworzącej potęgowej, jest jeszcze wykładnicza, o tym dalej, albo indziej) i sumujemy po n takim dla jakich rekurencja jest prawdziwa

3. przekształcamy 2 aby wyrazić za pomocą funkcji tworzącej zmiennej x 

4. szukamy współczynników w rozwinięciu w szereg Bernouliego-Taylora funkcji tworzącej
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