Siatki 

Po co one komu? Ano aby np. z kartki papieru móc zrobić obiekt przestrzeni R3 - sześcian. Toż to prawie jak ...magia... nie? To każdy potrafi? To co powiesz Podróżniku na złożenie z ośmiu sześcianików kostki czterowymiarowej ? 

A ta sztuka znana już mało komu... 

Ale za to jak przydatna w naszej podróży ku Rn !

... ot choćby mamy już w co zapakować nasze pamiątki z R4.

[1] Siatka kwadratu z R2
Dla R2 przyjrzymy się tylko idei, oznaczeniom, które wykorzystamy w kolejnych wymiarach. Otóż siatką kwadratu (obiektu R2) jest obiekt z jego podprzestrzeni R2-1=R1 – czyli odcinek , zbiór odcinków, a dokładnie tylu ile boków kwadratu, zatem oznaczmy je przez wprowadzenie punktów A,B,C,D,E, które utworzą odcinki odpowiednio:

AB, BC, CD, DE

Wprowadzamy prostokątny układ współrzędnych o początku w punkcie B (Rys.1) (drugim punkcie) można oczywiście w pierwszym, ale w podanej metodzie zaoszczędzimy na kilku przekształceniach... (czytaj dalej) 

Złożenie siatki kwadratu przełoży się zatem na n przekształceń zwanych dalej obrotami punktów względem albo początku prostokątnego układu współrzędnych o albo względem „tymczasowego” środka układu, który uzyskamy transformując środek układ o do punktu o’ o pewien ustalony wektor. 

Uwaga: Zakłada się znajomość dokonywania obrotów płaszczyzn. Np. patrz [4] z 

Wielo...∞...wymiarowego kącika publikacji
No to do dzieła:

1) dokonujemy obrotu punktu A=(-1,0) względem początku układu o o kąt 
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uzyskując punkt A’=(0,1) (Rys.2)
2) dokonujemy transformacji początku układu o o wektor 
[image: image2.wmf])
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(tymczasowo, czyli tylko dla tego kroku) i dokonujemy obrotu dwóch punktów (odcinka) DE o kąt 
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, czyli D=(1,0) na D’=(1,0) i E=(2,0) na E’=(0,2). (Rys.3)
3) Teraz transformujemy początek układu o o wektor 
[image: image4.wmf])
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 aby dokonać obrotu ostatniego punktu E=(0,1) na E’=(-1,0) (Rys.4)
4) Teraz otrzymane punkty dzięki transformacji układu o „ściągamy” z powrotem do układu o przez odjęcie od ich współrzędnych, odpowiednich współrzędnych wektorów, za pomocą których dokonaliśmy owej transformacji układu (czyli 
[image: image5.wmf])
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Komentarz:

Wszystkie tu przeprowadzone operację wykonujemy na płaszczyźnie dwu-wymiarowej czyli do obrotów posługujemy się macierzą postaci:
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zadając odpowiedni kąt 
[image: image9.wmf]f

, w naszym przypadku jedynie
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[2] Siatka sześcianu z R3
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Dochodzi nam kolejny wymiar, macierzy zadających obrót w R3 będzie już 3 dla każdej z płaszczyzn (XY, XZ i YZ) ale tak naprawdę to wykorzystamy tylko te, które „poruszają” współrzędną trzecią (Z) czyli XZ i YZ ponieważ chcemy „wynieść” poszczególne części siatki w 3-ci wymiar, nie ma potrzeby zadawania przekształceń na płaszczyźnie XY (no chyba, że chcielibyśmy np. obrócić kostkę, powiedzmy, „względem osi Z”.

Dla przykładu:

(Rys.1) Oznaczmy sobie środek układu w punkcie B i zorientujmy odpowiednio: 
[image: image13.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf])
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(Punkt A’, patrz  Rys.2)

No to do dzieła: 

Punkty AF obracały na płaszczyźnie XZ, DI,EJ również na tej samej płaszczyźnie po uprzednim przetransformowaniu początku układu do np. punktu C.

Natomiast punkty KL i MN obracamy już na płaszczyźnie YZ o odpowiednie kąty. 

[2] Siatka ośmiościanu z R4 
[image: image17.png]wektory jednostkowe:
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1) Obiekt podzieliliśmy na 8 mniejszych pod-obiektów - sześcianów i teraz podobnie jak w poprzednich przykładach „środkowy” pod-obiekt (czyli w naszym przypadku sześcian ten wewnętrzny) zostawiamy „w spokoju” a jeden z jego wierzchołków ustalimy jako początek układu współrzędnych. 

2) I dokonujemy obrotu punktów każdego sześcianika (tzn. oprócz tych które należą do wewnętrznego „zostawionego w spokoju”):

a. A1,A2,A3,A4 w płaszczyźnie XT o kąt 
[image: image18.wmf]2
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(o znaku kąta decyduje jego położenie względem początku układu – tu na ujemnych wartościach osi X)

b. B1,B2,B3,B4 w płaszczyźnie ZT o kąt 
[image: image19.wmf]2
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 dokonując uprzednio tymczasowego przeniesienia środka układu współrzędnych o wektor (0010) z punktu S1 do S4 

c. C1,C2,C3,C4 w płaszczyźnie YT o kąt 
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d. D1,D2,D3,D4 oraz E1,E2,E3,E4  w płaszczyźnie XT o kąt 
[image: image21.wmf]2
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dokonując uprzednio tymczasowego przeniesienia środka układu współrzędnych z punktu S1 do S3 o wektor (1000). Oczywiście po dokonaniu obrotu punktów „wracamy do układu S1” łącznie ze zmianą współrzędnych punktów D1’,D2’,D3’,D4’ i E1’,E2’,E3’,E4’

e. E1’,E2’,E3’,E4’ w płaszczyźnie XT o kąt 
[image: image22.wmf]2
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po uprzednim tymczasowym przeniesieniu początku układu współrzędnych z punktu S1 do S5 o wektor (1001) aby „zamknąć naszą kostkę z R4 od góry”
f. F1,F2,F3,F4 w płaszczyźnie YT o kąt 
[image: image23.wmf]2
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po uprzednim tymczasowym przeniesieniu początku układu współrzędnych z punktu S1 do S3 o wektor (0100)
g. G1,G2,G3,G4 w płaszczyźnie ZT o kąt 
[image: image24.wmf]2
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3) otrzymane punkty zbieramy w całość i wyznaczamy te które się pokryły a które nie, powinniśmy otrzymać dokładnie model kostki 4-wymiarowej jak poniżej: (16 różnych wierzchołków itd...)




powiększenie: http://www.dejaview.cad.pl/math_gal/r4_model.jpg
przykład1:

2a) A1,A2,A3,A4 w płaszczyźnie XT o kąt 
[image: image26.wmf]2
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· macierz obrotu płaszczyzny XT będzie miała postać:
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· podstawiamy za 
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 i mamy:
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· to teraz zadajemy dla każdego punktu złożenie, np.:

A1=(-1010) – współrzędne punktu A przedstawiamy w postaci macierzy :

A1=
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 i dokonujemy mnożenia macierzy:
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itd...

przykład2:

2b) B1,B2,B3,B4 w płaszczyźnie ZT o kąt 
[image: image35.wmf]2
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 dokonując uprzednio tymczasowego przeniesienia środka układu współrzędnych o wektor (0010) z punktu S1 do S4

· macierz zadająca obrót płaszczyzny ZT :
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· wektor tymczasowego przeniesienia środka układu współrzędnych 
[image: image39.wmf])
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, czyli od każdego z punktów Bi, i=1,2,3,4. odejmujemy odpowiednie współrzędne wektora 
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B=(0020) , to po przeniesieniu układu o wektor 
[image: image41.wmf]v
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 będzie miał współrzędne (0010) 

· zadajemy obrót każdego z punktów jak w przykładzie 1

· powracamy z tymczasowego układu współrzędnych, tym razem dodając odpowiednie współrzędne wektora 
[image: image42.wmf]v
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np.:

punkt B, po obrocie B’=(0001), a po „powrocie z tymczasowego układu współrzędnych” B”( 0011)

Współrzędne wszystkich punktów:

A1’=(0011), A2’=(0101), A3’=(0001), A4’=(0101)

B1’=(0011), B2’=(1011), B3’=(0111), B4’=(1111)

C1’=(0011), C2’=(1011), C3’=(0001), C4’=(1001)

D1’=(1011), D2’=(1111), D3’=(1001), D4’=(1101)

E1“=(0011), E2“=(0111), E3“=(0001), E4“=(0101)

F1’=(0111), F2’=(1111), F3’=(0101), F4’=(1101)

G1’=(0001), G2’=(1001), G3’=(0101), G4’=(1101)

i wierzchołki wewnętrznego sześcianu, który zostawiliśmy „w spokoju”:

S1=(0000), S2=(1000), S3=(1100), S4=(0100)

S5=(0010), S6=(1010), S7=(1110), S8=(0110)

(0001) = A3’ = C3’ = E3“ = G1’

(1001) = C4’ = D3’ = G2’ 

(1101) = D4’ = F4’ = G4’

(0101) = A2’ = A4’ = E4” = F3’ = G3’

(0011) = A1’ = B1’ = C1’ = E1”

(1011) = B2’ = C2’ = D1’ 

(1111) = B4’ = D2’ = F2’

(0111) = B3’ = E2” = F1’
Spostrzeżenie:

a) 4+1 = 5 = 2 + 1(1) + 1 (2)

b) 8+6 = 14 = 4 + 2(2) + 2(3)

c) 16+20 = 36 = 8 + 5(3) + 2 (4) + 1(5)

podpkt a) 

ilość wierzchołków siatki kwadratu z R2 (5) = 2 (ilość nie ruszonych punktów) + 1-dno miejsce w którym nie połączyły się punkty (1) i 1 miejsce gdzie połączyły się  (2) dwa wierzchołki

podpkt b)

 ilość wierzchołków siatki sześcianu z R3 (14) = 4 nie ruszone punkty + 2 miejsca, w których połączyły się (2) dwa wierzchołki + 2 miejsca, w których połączyły się (3) trzy wierzchołki

itd...
d) 32 + ...

jak znaleźć zasadę tworzenia kolejnych sum... problem otwarty.
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