Liczby Stirlinga II rodzaju 

by generatingfunctionology 

Streszczenie:

1. Wyprowadzimy rekurencję 

2. I za pomocą funkcji tworzących dojdziemy do jawnego wzoru na 
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, czyli na ilość k-blokowych partycji zbioru n elemetowego.

Definicja 1
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 jest równe liczbie k blokowych partycji zbioru n elementowego. Albo inaczej, jest równe możliwości podziału zbioru n elementowego na k niepustych (parami rozłącznych) podzbiorów dających w sumie cały owy zbiór n elementowy (partycja).

[1] Rekurencja

Niech 
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,

(

k

n

f

- oznacza liczbę k blokowych partycji zbioru n elementowego, czyli ilość możliwości podziału zbioru n elementowego na k niepustych podzbiorów.

Mamy zbiór n elementowy, musimy utworzyć k niepustych (parami rozłącznych) podzbiorów, które w sumie dadzą nam owy n elementowy zbiór. Rozpatrzmy np. pierwszy element: 

1* może być on sam w którymś podzbiorze, a wtedy reszta (n-1 elementów) będzie rozłożona w k-1 niepustych (parami rozłącznych) podzbiorów, czyli na 
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sposobów.

2* albo być w którymś z k podzbiorów, które zostały wcześniej podzielone na k niepustych podzbiorów, czyli sposobów jest 
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Rekurencja obejmuje również ujemne wartości jak i np. przypadki kiedy k>n, ale wtedy naturalnie 
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[2] Funkcje tworzące

Mamy możliwość wyboru czy będziemy obliczać funkcję tworzącą po zmiennej k czy n czy k i n jednocześnie (funkcje tworzące wielu zmiennych). Tym razem zajmiemy się tylko drugą z nich.
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2.1  Funkcja 
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Czyli zgodnie z zasadą mnożymy (1) stronami przez 
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i sumujemy po wszystkich n.
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k>0 B0(x)=1
(2)

Zauważamy iż (2) można zapisać jako :
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Wyciągnijmy xk i rozłóżmy na ułamki proste
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Szukamy teraz współczynników Ai , jeśli pomnożymy przez 1-rx i podstawimy za 
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 wszystkie po prawej wyzerują się i znajdziemy Ar 
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A jeśli tego nie widzisz czytelniku, muszę cię poprosić o samodzielny rachunek, wszystko stanie się jasne, zapewniam.

Oki wróćmy do funkcji tworzącej

Szukamy współczynników przy xn w rozwinięciu funkcji 
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, zauważmy że w liczniku występuje xk czyli właściwie szukamy współczynników przy xn-k funkcji 
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. Zapiszmy to formalnie:
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Szukamy współczynnika przy zmiennej x, wszystko co jej nie zawiera to jakby stała czyli można zapisać:
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A teraz już z górki, wiemy że 
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No i mamy jawny wzór na liczbę k-blokowych partycji zbioru n-elementowego:
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